UNSTA Facultad de Ingenieria Analisis Matematicoll Matematica ll 2022
Clase 6: Martes 13/9/22

3) INTEGRALES CURVILINEAS DE CAMPOS VECTORIALES

Estas integrales son un caso particular de las integrales curvilineas de campos escalares y tienen como
aplicacion a la fisica el calculo del trabajo realizado por un campo de fuerzas.

Definicion

Sea y=f ([a, b]) una curva regular y simple tal que yc D cR™ y D un abierto conexoy sea

F:D c R"™ - R™ un campo vectorial continuo.

Si una particula unidad recorre la curva pasando por cada punto P con velocidad unitaria dada por U(P),

se define la integral curvilinea del campo vectorial F sobre y como sigue:

LIE®P)-3(P)]ds (1)

Asi, la integral del campo vectorial no es otra cosa que la integral sobre la curva ¥ de la componente de F
en la direccion de v.

Ya que F(P)-v(P) es un escalar, laintegral (1) es una integral curvilinea de un campo escalar. Por esto,
para calcularla podemos utilizar la definicién dada.

Observemos que Vte(a,b) ”?Eg” es un vector unitario tangente a y en el punto P= f(t) pero
: JHON RO
puede ocurrir que TCT v(f) 6 &Gl v(f(@®))

Si estd ocurriendo lo primero:

J,F -7 ds = [IF(F©) -l ©lde = [IF(F©)- £ ©lde

Sino [ F - ds = - LIF(F®) - f (©)dt

Si y=y1UYy2 donde y;y Y, son curvas regularesy simples tales yiny, =® o yinyz = {P} con P
punto inicial de y1 y final de y2 o P punto inicial de y; y final de y1, entonces:

Notacion
Sin=2,

F(P) = (F{(P),F,(P)) ytambién se usa la notacién fy F{(P)dx + F,(P)dy para fyﬁ - Uds
Sin=3,

F(P) = (F{(P),F,(P),F3(P)) y también se usa la notacion fy F{(P)dx + F,(P)dy + F3(P)dz
para fyﬁ - ds
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Interpretacion fisica de la integral curvilinea de un campo vectorial

- >
Si F es un campo de fuerzas continuo definido eny curva regular y simple, la fyF - U ds representa el

trabajo realizado por el campo F para mover una particula unidad a lo largo de y.

Calcular el trabajo que realiza el campo F (X. y):(x -V, X+ y) para mover una particula unidad
desde A(L1) hasta B(2,3) a lo largo del segmento que los une.

La curva y es un segmento, por lo tanto, es una curva regular y una parametrizacién es

f®) =0+t 1+ 2t),te[0,1],yaque f(0) =Ay f(1) =B.

f'(t) =(1,2),t € (0,1). Entonces:

W = fyﬁ -vds = fol{[(l +t)—(1+20)].1+[(Q+¢t)+ 1+ 2t)].2}dt= 1—23 (unidades de trabajo)

1
Si hubiese querido mover la particula desde B hasta A, el trabajo hubiese resultado —?3.

Sea f: [Og] - R3 vy y="f ({0 %D y el campo vectorial F (X, Y, z):(x, yz,l).

t = (cost,2,sent)

Calcular J.xdx+yzdy+dz f AZ;
Ve
@) /\
F 3 p t
z f(5)
2
e
>y

X

'[xdx+yzdy+dz =

4

O 0 | N

[cost (—sent)+ 2sent.0+cost]dt =%

= - . . e
Calculamos ahora f_yF - vds . Para ello necesitamos una parametrizaciéon para -y . Esta es:

g: [Og] - R3 .Luego g(t) = (sent, 2, cost) te{o, %}
te (cos (g— t),Z,sen (g — t))

Entonces fyﬁ-ﬁds= _[xdx+yzdy+dz =

-7

[sent cost +2cost.0—sent]dt =- %

O eV | N
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fyﬁ -Dds = -f_yﬁ-ﬁds
de lo que se sigue que la integral curvilinea del campo vectorial F (X, Y, Z):(X, yz,l) cambia de signo cuando

cambiamos la orientacién de la curva y.

Este resultado obtenido es un caso particular de un resultado general como veremos cuando enunciemos
las propiedades la integral curvilinea de los campos vectoriales.

Propiedades de las integrales curvilineas de campos vectoriales

1) Linealidad

Si F y G son campos vectoriales continuos definidos en y, curva simple, regular o regular atrozosy a € R
y b € R, entonces

fy(aﬁ+b5)-13ds=afy17"-17ds+bfy5-ﬁds

2) Dependencia de la orientacién del arco

S

Si ' es un campo vectorial continuo definido en D que contiene a y curva simple, regular o regular a
trozos, entonces 7

|

= H

fyF-vds = —f_yF-vds L

R
1
1
1
1
1

La validez de estas propiedades se sigue de las conocidas propiedades de las integrales simples y de la
definicion de la integral curvilinea de campos vectoriales.

TEOREMA DE GAUSS-GREEN

Este teorema realiza una transformacién de integrales. Transforma una integral doble sobre una regién plana
R en una integral curvilinea que se calcula a lo largo de la frontera de R.

TEOREMA DE GAUSS-GREEN

Sea R < R? unaregién simple, cerraday acotada. Sea y = 0 R una curva cerrada, simple, regular o
regular a trozos, parametrizada de manera que se recorre una sola vez en sentido antihorario, al que
llamamos sentido positivo, y sea
F:U c R? - R? un campo vectorial continuamente diferenciable en U abierto

(x,y) » (FL(x,y), F(x,y)) que contiene a R.

Entonces - dx dy = ¢ F (x,y)dx+F, (x,y)dy
0 an())((v Y) 0 Fla(;; y) . ,
R Y
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Demostracion

Se prueba ”—%;’y)dx dy = Fﬁy Fi(x,y)dx vy
R

125 axay =g, Facey) ay

R

Sumando miembro a miembro estas igualdades se sigue la tesis.

Probaremos la validez de la primera de las igualdades, la validez de la segunda se prueba de la misma
manera.

En la grafica observamos una regién simple, cerrada
y acotada que podemos describir como sigue:
R={(x,y) ER?|la<x <h,alx)<y<pBX)}

y a:[a,b] » R, B:[a,b] » R funciones continuas.

Entonces
[-2E gy + - g
R R
B(x) b
oF (X
= —[dx | Efy Yy - .-i[Fa(x,yﬂi_ﬂfgdx
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Del grafico anterior se sigue que y = AMB U BNA (2), donde AMB indica al arco de la frontera de R
gue unen los puntos Ay B ycontienea M y BNA indica al arco de la frontera de R que une los puntos B
y A y contiene a N. Ambos arcos regulares y simples por hipétesis.

De (2) y por definicion de la integral curvilinea sobre unién de arcos regulares y simples
resulta:

Sﬁy Fi(x,y) dx = fm F(x,y)dx + fmF1(x,}’)dx

Pero BNA = —ANB = mFl(x,y)dx =— mFl(x,y)dx pues la integral curvilinea de los campos

vectoriales cambia de signo cuando se invierte el sentido de recorrido en el arco, entonces

Jms Fr e y)dx + [ Fi (6, y)dx = [ Fi(x, y)dx — [ Fi (x, y)dx

Para calcular estas integrales parametrizamos los arcos como sigue:

_ X=t
a<t<b , ANB { as<t<b

y=A(t)

x=t

AMB {y=aﬁ)
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Luego

— F(x,y)dx — |~ F;(x,y)dx =

AMB ANB

D ey T

F (o) 10t [ Fo (6 BO) 10 ()

De (1) y (3) se sigue H—%;’y)dx dy = gﬁy Fi(x,y) dx

Para demostrar la otra igualdad describimosa R ={(x,y) ER? |c <y <d,5(y) <x <&(y)}con & y
& continuasen|c,d],y y = NAM U MBN.

El Teorema de Gauss-Green fue enunciado y demostrado para regiones simples. La tesis del teorema
también es vdlida para regiones que pueden descomponerse en un numero finito de regiones simples.

y La regidon R de la figura no es simple, pero se puede descom-
A poner en dos regiones simples R1y Ro.

N El teorema se aplica a cada una de las regiones simples.

Las integrales curvilineas a lo largo de la frontera comun a

las regiones R1y R2 se simplifican pues se calculan en

sentidos opuestos (como se ve en la figura) y la suma de las
integrales a lo largo de las restantes partes de la frontera de

de R1y Rzesigual alaintegral curvilinea a lo largo de la frontera
de R.

Calcular § y2dx+x>dy si y eslafrontera de laregién plana R de la figura recorrida en sentido
r

antihorario. y
A
Se cumplen las hipétesis del teorema de Gauss- Green, luego 1 —e— Y
SR
§ y2 dx + X2 dy= NNy y::x2
7 = - » X
1
: . 22 2 3
Calcular el trabajo que realiza el campo F (X, y): X7y '3 y X
definido en R?, para mover una particula unidad a lo largo de cualquier
circunferencia con centro en el origen.
Se cumplen las hipdtesis del teorema de Gauss- Green, luego X

§ x*y? dx+§ yx%dy =
/4
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UNA APLICACION DEL TEOREMA DE GAUSS-GREEN

El area de una regién plana simple puede calcularse, seglin el Teorema de Gauss-Green mediante una
integral curvilinea.

Por la interpretacidon geométrica de la integral doble sabemos que, el drea de una regidn plana simple R se
obtiene mediante la igualdad:

AreadeR = ”Rl dxdy = 2AreadeR= ”R (1+1) dxdy

Por el teorema de Gauss- Green, tomando Fl(x, y):— yyF (X, y):x

”R (1+1) dxdy = §(— y dx+xdy)

R

Luego AreadeR = % §(— y dx+xdy)
R

Calcule con una integral curvilinea el area de un circulo de radio 1.

K R={(x,y) € R? : x2 + y? < 1}
_ X = cost
Parametrizamos 0R : OR 0<t<2r
> X y=sent
Entonces
) 1 1 2z 1 27 ) )
Areade R = - §— y dx+ xdy =5 [(- sent)(~ sent)+ cost cost|dt= > _[(sen t+cos’t)dt =
R 0 0




